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Актуnльность работы. Бo:l!.lll<)(' IIO:IIt 'lt'<1 ·вo фи·tll'let·кнx щюн~ссо11 ;tllltaЫIIIOI ок~ана 
<lltiiCJ,J JШC'lT:.:t ~ю;tc;tя~ ll1 , llt:IIDJ itJ:Jyюt цtt ~ llt ра.з.:tн~шыс r-.to;tн<PнкнttiBI 11 Y IIJ HH t~('JIIIH J·uнн:c~pн ~­
('i\IIX : ш.:~ач I '11~1РОдt1ttаынкн , таких как cJtcтc~ta ypaBHPitHi'l Наuы~-Стокса. 
Иetc•I<Щouшllll' 11 •шиll'lllloe JH'IШ'ШIC Сltстсыы лншнсш1й Навs,с-С'токса - о;tна н:1на нGu:1сt• 
СЛОЖНЫХ 31Ща' l BЬI'IIIC:III'l'(':IЫIOii ~laTt'ЫHTIIKИ 11 ГIЦJJOДIIItablHKII. Мl.I'ОДЫ J>l' ll!CIIIOI KUTOJJOИ 
активно ра:Jрабатыва.;шс~> в TL"H'IIIIC нш::sсдних БО :sст. Болыuнштвu pafiuг. онуG;шкu1шнных 
на эту тему. IЮСвящсiЮ pa:шiiТJIIO 'llll'.'I!'IIIIЫX методов решенив YJШBII~IIIIIi Нащ,(•-Спжса 11 
pa.:~:ttPнtыx 11х ~tоднс}>нюtцнН. Трудности при решении этнх :JaД(i1J сuи:Jаны с недостнтu'шоii 
llllфOpMaЦHl'ii О TO'IIIblX J1СШС11Ш1Х (!IO'ITI! ВСС нai\ДCI\IIЫC TO'IIIЫC !JCII!l'HШI IIC lll'CJ'T В с;с()е 
C!l~l[llфiiKИ IICЛIIlll'ЙIIOii задачн). ДО!ЮJIIШТСЛЫ!ЫС СЛОЖl!ОСТI! BO:IlllfKiliOT 11р11 ,\''ll'Te pt:aJll,-
llblX фiпи•1сскнх дшшых (геоыетрrш области. разброс :~на•Iсвий коэффшtш•втов. CII<'Itiiфнкa 
IIOBCДel!ШI JJ!'l!!Cillti1, [JILЗЫC[Jl!OCTL :шда'Ш, JЖC'lt~Г ll<l дo;l!'IIЙ I!IITC[JШUI 110 BpP~ICI!Il, OI'JШ!lll­
'll'lll!ЫC ресурсы ЭIЗМ 11 MIIOI'Oe другое). Существующая, в то же врс~а1, fio.lЫШtя lюстрсбо­
IШ!Шос·п, JX'Lll<'IШЯ данных зада•1 11р11 ~ю.1с;шровашш физи•Iссюiх нроцсссов ПI/!JIOJ!Hita~IIII<Il 
оставлнст актунлыsым вопрос о р<прnботкс эффскпшных ~Iстодов рсн1еншr в каждо~r кон­
кретно~! c.•ry•rac. 
Одшш нз нодхо;\оВ КОIIСтрунрuвшшя новых а:н·оJmтмов pcШL'llШI 'J<ЦH'I ~laтe~taТII'ICCKOi'l 
фll:Jl!Юl (11 ТО~! 'IНC!ll' 11 :зада'! l'llД[JUД!!ШШ!fKll) ЯВJ!Яl'ТСН ML'TOДUJ!OГIIЯ l!X !IOCTJIOl'l!Ш!, 6<1'111-
рующаИСЯ Hll ~!еТ!ЩНХ TC'O!Jlfll 0f!ТШ1f1:1ЫЮГО увра!IЛС!ll!Я. I3epШ1TIIO, lllll'pBЫC 'ПИ II(ЩXO,'lbl 
fii.I!Нil!pc:t.'loжeны в pafioтc Аговшова IЗ.И .. I3aпios'a С., Булеева С.Н. (1991-i) BllpiШ< ' IIOIIIIII к 
pciiH'IIIIIO ICialT!f'l<'CIIOП CТIЩIIO!laJHIOii снсте~IЫ Спжса. И:\<'}1 f!OCTJIOCIIШI такнх мето: tов 11р11 
рш:с~ютр<'111111 сш,п·~н,l Стокеа состонт в сжщующрм: функ1111Н дШJJICHШI расс~штр1111<Н.I'С)I 11 
I<\H 1 1e<:TBe ".: ~()IIOЛIIIIТl'JIЫIOii'' IIC'IПBL'CTIIO\i ПО OTIIOIIH'IIИIO 1< KOMIIOIICIIТHt-.1 В<'КТора CKUpO<:TH 
.. OCIIOШIЫ~I~· KO:.OIПOII<~IITat-.t pCUICIIIIИ, f1. _уравнеН Н<' 11ерн.зрЫВ110СТ11 paCL.\ IaTpitШ:HvП.'>I О 1\H1 f('C:TBC 
'\равнення "JН.!\IЫJ\.aJIJI}f· ~ :зaдn'II1. Затс~1 эадача рассr-.штриоастся как обратна}! эa;~fl.' la (нлн 
'JHJЩ. 1 1(1 OrJTII!\H\~·IbliOJ'O )'rlpaвЛeiJIJЯ) Н ВКЛIО'IНСТСИ В СС~I<~ЙС:ГВО Зада'{ OIJТI1~1i:l..'Jbli0П) YIIJ>HB-
.1!'11Ш1, :tаШКЯЩ!fХ ОТ JJCI',YJ15!pИ:шpyющt:ro '1.1C!Ia. Далее IICCЛCДYIOTt:}l :saдa 'lll OIITHШI-'IЫIO!'O 
унрав.'IРНШI 11 J\.'IЯ их pCIIICIIШI IIJ>IШешнотся KJiaCCII'ICCKIIC 'I!ICЖ'!IIIЫC шmJ;~ы с нpн~le!le­
lii!C ~I под.'шдов теории сощ1шкснных урRвш•шн"l. В nослсдующсы рш·простр«нсшiе .:.~ашr1.1х 
110;\ХОДОВ К IIOCT[XJl' lii!IO 'JI!C;tC!IIIЬIX Н..'II'OJJIIПIOH И !IX фopM)'.' l!IJIOHKP } t;l}! Cli<:TC~I OI!CJЖTOpllt.!X 
ypaвнesmii Gыло BЫIIO.' !IICIIO н ~IOHOI 'pacjнш AI'O!IIKOIШ IЗ.Н. (2003). 0;\llaкo бы!ю актуа.т,­
ш.ш 11 llpC;tCTIL IIJIЯ_' IO КаК TCOJJ<:Til'll'CК!Iii. ТНК 11 l!JJILKTI!'!CCKIII1 IIHTCJJCC JICCJI(:JIOIIUШII ' .'\IH!IIOii 
:з 
~ICТ<ЩO. ' IOПIII 11 П]>IШCIICШIII К КЛПСС,У :щд/1' 1 I'COфii'Ш'ICCIШЙ Гllд!JOДIIII<IM II Kii. П\КIIХ KIIK IICCTII-
ILIIOHapнaи с 1н·тема Cтol<cll. нo:J~I)'!Нt'HH!НI О I 'JЖНII'!Снным кuсосшшстр 11 ' 1l'! ' К11М OII!'J>IiTUJ>U~I. 
11 <: 11 стсмn уршнн• ш1ii ;\ИIШ~IIIКII II]JIIЛИHOH н l\t'Картовых 11 cфcp ii ' I CCKIIX KOOJЩIII!a·mx . От~1с-
'1'1111 , ' 1'1'0 В OTIIOIIICIIIIII !'I ICTC~IЫ )']>UIJII('I!IIЙ ДIIHaШ!KII IIJHIJIIII\011 ДOIIO.'IШIT<'!Ihl lhll' l'~ЮЖНОСТИ 
IJ0'31111 I01JOT В CH.:Jy CIIIII'.Y-'1}1p110C'ТII C<}Юpii'ICCKOii C1tt"Telo.lbl Koop~·tllll(l'J' Н TO'IIO\X .. JI ()) JJO('a'' H:t 
сфере , 11 IICCJIC;\OIIati\IO IIOBC) \CHIOI I '; IUДKИX J11'111<'HIIii CH<:I'!'~Ihl ypaHHCH IIii :IIIHH~IIIK\1 II]JII.'IIIIIOII 
н oкp<'CТIIOCТII ' 'нo:IIOCIIhiX то•н•к'' !lpcдcтati.' I}I!'T оеобыii IIIIT!'pcc. Знatii!C aCIШ II TU'I'Ii 'I!'CIШI'O 
P<~l'IOЖ<'IIIIИ 1 ': 11\Д IШХ pcwc1111i1 в ш<рсспюсти этих то•1ск rюзвот1ло Gы rlрсд:южнть JЖJ­
: III'III bl<' CIIO!'OU\,1 ,\'' I'O'IIIeHIIН ' JIIC.' I!' IIIIЫX JЯ'III !'IIIIii IICX<>:\III•IX ypniii iCIIIIii . l-I:J;IOЖ!'I IIIU!' BЫIII<' 
Gыло 11р11ш1то в ка•lс<:пtс цс:1сй щ:~J C,10BaJIIIй в двсссJп;щtюшюй работе 11 обус.;шо.:ншает 
IIX 1\KT}'II.'I!,IIO! :IЪ. 
Цель работы - рюрабuтка 11 l!t't::Jедовашю новых алгоритмов J >CШci!IOJ классu за­
;щ• l J 'cu< \>II:Jн•н.:cкoii I'IЦJЮдiшамнки (возмущрнных уJишш·ниii Стокеа, ·JaЩt' l дншши•tссtюii 
тeOJHIII щm.:швов u декартовых 11 cфep!i'll't'KИX коuрдшштах) на octюuc MLYI'OДUJIO I 'ШI нх 
IIO!.'Т]JOt' IIIIИ, G;~JIIJ>)'IOIЦCJICЯ !!а !ЮДХОДаХ TCO]JИII U!IТ!Шll.llt.IIOГO ynpaB:ICIIIIЯ И COII J>IOKl'HIIЫX 
,Y ])!liii!PIIIIi'l . 
Научная IIODИЗJia работы . Предстii!JЛ<'IШЫС о д11<:серпщнн рс-1)'.1 1 ·1'1\ТЫ яu.1яются но-
111.1~111 11 СО(ТОЯТ В ('-1!~Д)'ЮЩС11 : 
• Р;праб<УП\11, о(юсншtнll и 'IHCJlt'HIIO рсruвпошш IIOBЫil М<,год pC!IICIIШI III'CT<ЩIIOI!ap!! O ii 
<: !l f: I'PЫЫ Стокса, IЮ:Jмущсвноi't кососвммст]m'IССК!I~I ol!t'f>aTU]JO~I. 6<1З!!рующнikя 1111 
TI.'OJHIII OIIТI!МII.IIЫIOI'O ,YIIJЖB.:ICIIIIЯ 11 !'OII]JЯЖCHHhiX )'J>HBHl'llllii. 
• Разработан , IHT.1<'i\OIШII 11 'IIICJICIIIIO рС!L'!Изовнн новыii ~!<'ТО"\ pt:HJl'IIIIЯ С11СТ<'МЫ ypau-
ll<'l lllii ) \1111!\MIII<II 11р11:1Ивоо IJ II ]JЯMO)TOЛ I.нoii oб:III<'TII 111111 t<p!'fH'. Пр<~/J,:!ОЖ1~1111Ыi1 ~lcтo;t 
бa: II!)>)'C'T!'!I llf\ !'OIШCCТIIO~I llp!i~ICИCHIIII СХРМЫ JШCII\!'11-'ICHII>I 11 IIO; tx0;\011 T<'O])I III 0 11'1'11-
~HL' Ibl!OI'O )' IIJ>a!!.'ICIIШI 11 COII]JHЖCIIIIЫX y paBIIl'llllil . 
• По:tу•tсны <щенкн ;~,.;1я ГJЖШЩ спсктра "оnератора даuлсшш' ' на сфере. JЗыпнсшtы 
1\CII~III'I'OПI'ICCIШI' II]X'ДCTillblCIIШI 1 '.113.'\КИХ решеннii В ОК]>Рt·пю<:ГII TO'ICK IIOJIIOCa Hll 
сф<'р<' до треп,сго nорядка ма.10<-т11. Пр<'дложсш,J форму:1ы , ,Y it<'.111 ' 111ВI\IOЩIIC тoч­
IIOCTJ, 'IIIC.IICIIHOI'O ]>l'IIICIIШI 1! OK)J<'!:l'IIOCTИ TO'ICK IIOJIJOCU llll сфере. 
Теорети•1еская и nрактическая значимость работы. Tcoptvrн ' l l'CKШI зна•ншос·1ъ 
;~IICC<')J11Щ1IOIIIIOI1 рабОТЫ С'ОСТО11Т В ра:J1ШТ1111 ~1C'TOДOЛOl'lll1 llOC'ТpOCJ/ШI llt>lJJ,JX il.ii1'0JJIIHIOB 
реше11 11Н к:1асса за;~а·1 l'eoфii :Ш'I<'< · кoii 1·н: tJ>DJti1Нa~шю1. базнрующсliсн 11а тrор1111 OIIT11~1il.!ll>· 
1101 '0 )'11paнлt'IIIН1 11 с011рнжснных уравщ•н11й, а также в снсп'Ы<\ТII'I!~скшl llccлe;t<JIШII1lll 11 
обос1юншш11 11рС,1.'1Ш11С~Jых <L'11'0p11HIOB. Практн•1сская эна'111Ыость зш<mn•шстся в во:!ШJЖ­
!Iостн llt' 110.' 1h:Юнa!IШ1 110Jl)''IL'HIIЫX ОЦС/101\ C11CKTJIOB JЖCC~ШTJHIH<lC11hlX В J>iiUOTt' OIIC(>i\TOJ>OII 
;1,.! 111 ycкopetlll>l cxo;tiiЫOCTII IПC(J<\I\11011111·1X HJI1'0PIIT~юн. Кром<' то1·о , llpC;t.'IOЖ<' IIIII>IC в работе 
фop~I)'Пhl ,YTO'IHt'HIIЯ '11/С:IСННЫХ J>CillCiliJfi Н OK(Jt't'l'llOCTll . ,110!/IОСНЫХ TO'I cK'' IIH сфере MOI')-"1' 
IШi'IТII II(>IШCIIC/IIIC 1!1>11 'III(';IC/1110~1 JH ~IJIL'IIШI бOJit't' WИJIOIШI'O К.:щста :JII;\11'1 l'cOфii :!II'ICCKOfi 
l'llj(JIOДIIIO\ШII<II - OOЩI'it 1\II(>I{)'.'IНI\1111 OK<':tHa. 
Аnробация работы. Pc·Jyc ii>ТHTЫ :tисссртн.ннн uбcyж;tiUIII<Ъ на t'I'Щ111>tJЖX И11 стнтута 
BЫ'IIIC.i iiiTP.Jih iШfi r..нtтe~нlTHKII РАН. Dы ' II1C.'IIП'C'ЛI>Horo r~Рнтра РАН, касf)е;tры IЗы'нн ·.: lltTP.: IJ,­
IIOi'l ~шTt'11ilTIIKII :--!exaнш<u-11ilTt'~laTII'I<'<:кol·o факу!1ЬТСТ<I 1\!ГУ ш1. Ло~юlю<·щш. 
Рсэу.•1ьтнты :tнcccpтattllll доi<:IНДЫ!Нl.'lИСЬ на 1\'lсждунарu;~ноii конфсрсгщни 'Т11хонов н 
t·оврс~lенная мaтt'Шl'I'JII<a'' (Москва, 2006). Мсждународнufi конфер<'lll\1111 'Д!Iффcp<'ll1\ltaJih­
IIЫC YJЖHIH'HIIЯ 11 C~II'Жilbl!' HOIIJ>OCЫ' ' (1\!осква, 2007), KOI!ф<'pt'IЩIIII 'Tl!XOIIOBCIOIC 'I 'П'/11111 .. 
(1\"!оскна , 2007), l\ICЖ.'I,,YГIЩIOДtiOii KOIIфCJJCIЩIШ ''Лшюttо!'ОВ-2008" (MOI'KIIIl, 2008) , 1\Jcждy­
lliiJIOДIIOii I<О11t\>срс1щнн EGU Genc1·a l Asscшbly (Вена, 2008). 
Публикации. По тсмР днсссJУПI!\1111 опубт1ковано 4 стать11 в pPilt'lt :lllpyc~tыx журна:нtх 
(1г1 них [1.5,7J - в журюt.'lн.Х, рсющсн;~ованных ВАК ;vш :шщнты кшl;ti·Щатсюtх .'tllcccpтa­
ltllii) 11 3 раСюты в сборннках T<'ЗIICOII. 
Личный вклад автора . I3o BI'!.'X Р'W<Угах, ltoдгoтoшlt'IIIIЫX в соавторстве , .' \11 CC<'JJТШIT 
I 'OIШCCTIIU OC_YЩCCTI!JIIIЛ TL'O(>CTII'I('CKOI' IICCJIC)I,OIIa!IIIC 11Ща'l , ca~IOCTШIТI'.'I/.110 IIJIOIЩ' III .' I oбoc­
IIOШlHII!I IITP(>a!\IIOHIII .IX II(JOI\I'(:<'IJII , ll!lal1ll[>t>Hat/ll(' 'ШC!IL'IШI,IX ЭI<CilCJ>IЩCIITOII , llblii!IJIIIH.'I IICC 
J>a<: ' IPThl 11 о<·}·lцРств.: нl .' l aJ1a..: 111 : ~ 1н ·: -s.\-·.r н~татон . 
Структура и объем работы. Дllс!·t>ртацшl состшп 11:1 нис;I,РН11Я , 1111'1'11 I '.'ШВ, ·шк.'IIO'tc­
llШI , IIJ111.'10ЖCIШЯ 11 t'IIIICKi.l ЛИ'I'I'JHIT,YpЫ , HK.' 110'!al011\t'ГO 8[) llH'JIШIIIIii , СО/\С(JЖ11Т 2[) (JIIC,Ylii<Oii 
11 21 1~1fiЛ III!Y. Объ<'~l ЩICCcJYГ<ll~llll соt ·пшляет 131 страющу. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
13о введении обеуждшотсн рассматриuасыыс в работе ·Jада•ш н сущсс:ruующщ• методы 
IIX j>l'lllt'IIIHI. 0111!('1.1111\CTCSI структура ДИCCt'pTaЦI!II, Kj>!ITKO фop~I,Y!III(',YIOTCЯ ОСНОВIIЫС 110.:1у-
'ICIIIIbl(' pc:i)'ЛI.iГН.Tbl. 
13 nервой главе, состшtщсй из двух р1~-здс.1ов. расоtатрнваt,tтя ~1стодо:юп1я констру-
нровання 1юuых мt,юдов rсшсшш класса :taдa•I. -за,JщваР~юrо сне1·с~юii операторных урав-
IH'IIIIi1: 
Lф = f + Bu, Сф = h + Du, ( 1) 
t ~· (c J, lt :JI\;111/tllt•l<' :~; tемРнты , ф, и - неизвt•tтныс, L, D, С, D - :нtнейнt.tс онсраторы. Сутt, 
·пой МеТUДОЛОГШI :ш.к:но'lаСТС.Н В C.!ll'дyiOЩCM: KOMilOIICHTЫ ВССГО llCXOДIIOГO ВСКТОра IICIГJUCCT­
IIIoiX (вектора pciiiCIIIIЯ) раэбнваются на ;ще 1·рушtы , 11рн это~1 ltcptщн 11·3 ннх (обозна·ш~tтя 
ф) уt:лошю 11аэывастся "основноi'1" еоставляющей решенш1, авторан (обозна•tастся tt)- ''дo­
tto.•lllttтeлыюi1" (11л11 ''у tlравлrние~t"). Пол11ая снетема уравнсннi! зада•щ (если o1ta заранес 11с 
l!J)(~дст<ш.:tена u фuр~1с {1}) заtшtъшается в шцс системы двух о11сраторных ураuнсш1й (1}. 
Затс~1 BC>t Зfl,.'\i\'111. сuоднтся к задаче опт1ша.лыюго унравж•нш1 с рt'1)'.'1>1р11З11рующlш слага­
сыьш: нai'lтti ф = ф(u) 11 управлсш1с ·и такие. что 
Lф = f + Du, J"(u,ф(u.}) = iпf J"(t1,ф(v)), 
t•ED(/J) 
(2) 
IДС 
J"(v, ф(v)} = ~ 1\v- 1tc/l~c + ~ 1/СФ- h. - Dvi\11.,, , 
Lф(v) = f + Bv, а ;;, О , 
uc :шдаtшыii элс~IСIJТ, Не, Hn~~ - гнльбертовы пространетва. Дu. 1сс BI>IIIIICЫBatoтcя tlcoбxo­
IOHIЫC )ТЛОIНШ :~кстрсыу~ш фyiiKЦtJOIIR.Пa {2} , которые можно зшшеnт~> в 1111дс nарнацнонно-
1'0 ypnutlelши au +А· Au =А' J, r-дс А - нскоторыii ortC'paтop , который n общем С':tу•шс 11с 
~шшн,Iтн смюr:о11рнжешtы~1 , а А' - сонряженный к А онРратuр. Оп1сти~1 , •по это урав­
НСIIИС ЯIIЛНСТСЯ OCIIOBJII,Щ О6ЪСКТОМ IIC('.'JCДOBHilllЯ IJ ТеорИИ обраТНЫХ 'JflДU.'I1LX С ГJО~JОЩЫО 
мстодон рсгулнр1П<Щ1111 А.Н. Тихоноuа. И~н·mю к нему ЩJitмсшtютr:я классн•trскис нтсра­
щюнньн• ~ICTOJlbl 11 ;щка:IЫВаСТСЯ СХОДИМОСТЬ IIOCЛe/(OHaTCJII>HOCTII ll(JIIбЛJtЖCIIIIii К pe!llCIJil!O 
З<lДil'lll (1}. Олншю nрн расемотрении конкретных :зада•1 11сходныс YJЖBIICIIШI 1.1 рндс c:ly-
•taeв у;нн·то1 :m1111<:>t'IЪ пtкll~l обрn:юм, что А= А'. 13 это~1 <~l.Y'tae CTilHOIIIITOI lюзможным 
II]>IIMCIICIIIIC' К ])('III!'IIHIO )J<lCOI!IT)JHBaeMOГO ура1ШСНШ1 MI'O)JIITMOH, ба:шруЮЩIIХОI На TCO)JIIII 
1\l.l\1. Лаврсltтt.сва рс1нення обратных 11 некоррРктных :ш;щч. I< этому кнаесу опюснто1 
б 
~I<'Т<Ц. I'<I><•P•>.I'.'ll lpOIШIII II · I ii в разделе 1.2 дшшоl1 I'JiaB!.I. Отщ·тн~t , •по б: tai 'O.'\it p>t l'tШM(CT· 
\)II'IIIOL"I'II IICXO;tiiOI'O Ollt'jJ<ITO!Jfl 1 1р 1 1 jJI'ii.JIIIЗ<ЩIIIt paCCMaTpiil!ill'MOI 'O Н разделе 1.1 i\ J I I 'OJ> IIПiil 
tн>т ti<'Oбxo.' tiOIO<:пt рсt11 ать cOII !JHЖ<'HIIЫ< ' ·щ:щ•ш. Это IIO:ItiO!I!teг .P I <'t lt.tti ii'IЪ вре~ш pac• ti'тa 
110 cpa i!I!('IIII IO С ('OOТI\CTCTBYIOЩIШII a.ЛO]JIIT.\1/НIH IП раздела 1.1 . 
!Зо второй главе IIJ >OB<'д<'tю tt cc; lc;toнaннP tп:южснноii н t ·.:ншс 1 мcтo;ю: toi'IIH в нрltм<'· 
JJCIIIIIJ к н<'СП\JtJюнарноii св<·, ·е•"' Стш\<:<1 . но:J•Jущснноli OJ')ЖHII'IPI!IJЫ•J кo<:OCIШЫ<'T)JII'ICCK it • l 
Оl!<:ратор< щ. 
1З разделе 2.1 форыу.'шру<>П'>J nоставовка эад!l•tн: ваi'tтв Ф.I' IIKНIШ ф: !1 х [О , Т]-+ IR" 
11 р: !l х [0, Т] -+ IR, t'Л<' f1 OI'J>Нitlt'ICJtнмt об.:ше1ъ в IR", такие, 'ITO 
Ф1 - аt:.ф + 1 х Ф + Ьф = f - "V'p n 11 х (О , Т) = Qт, 
<li,·ф = О в Qт, Фi = О Vt Е (0, Т). Фi = Фо. 
1' t=O 
j'p d\1 =О Vt, 
[J 
(З) 
те Ф =(ф 1 , ••• ,ф,.), 1 хф=(-lф2 ,lф 1 ,0, ... ,0), а, Ь, l=l'oнst , а>О, !J ~O. Д.Lrtсе.щю-
дттн lll'OuxoдtШЬit' фyнкltiiOHa.:lt.tiЫC нростравства tt фор~1улнрустсн оGоGщешшя IIOl"l'iШOII· 
1\а (3)'. Зат<·м, согласво нс<~~ед,Ус~юii мстодо;юпш, ыы нсрсхоДJш 1\ J>a<т•ютpt'llltiO <'l'~Jc lit"l' lli\ 
3!t.;Щ' I OIIТIIШI.' /bl\01'0 j'II)JiiBЛCIIШI С )JCГ)'.:IЯ\)1/'ЗII[>}'ЩIIM t'Лitl'Hl'blbl~l 
J"(р,Ф ) = ~aiiPII~.,r<J,·) + ~llcliYФIIi.,щ,, + ~lldi\A=тlli.,rщ ~ i~~r , 
Фt - аt:.ф + 1 х ф + Ьф = f- "Vp, а = t·uн~t. ~ О. 
Et~'IIJ Ф,р <'С'IЪ pt'llll.'llltl' сiJ<тt•ыы YJMBIIVIIИЙ (:J). то оно будет J>L'ШVIIIIC~I (4) lt)Jil (1 =О. 
(· 1) 
1З разделе 2.2 ;,.,,н pcшL'IIШJ (4) uыrшL·ьшаются нсобход1шыс ус!ЮШIЯ ·iкcтpeм_v~lil фyJII<· 
I\1/0IIa!Ia J,.(p, ф) u uидс uаршщшннюго уравш·ншt 
(G) 
а OI Jcpuтopы L, В, С онрсдl'!Iяются с IIшющью бнлннейных форм: 
(Lф, ф) = (ф, -фt)+(а"V'ф, "Vф)+ (Ьф, ФJ+( -/ф2 , Фt )L,(Qг)+(lф,, ф2)Ц(./т) +(Ф(Т), ф(1'))u,1 (!1JJ". 
(-, ·) = (-, · )u .. , (Q , JJ" , (Вр, ф) = (р , <li\·ф)L,(Q,-J• (Сф, fi) = (tlivф , PJL,(Q,·J· Vф, ф Е W , Vp , рЕ Не , 
Не = {f Е L2(Qт) : J f <l!1 =О Vt Е [О, Т]} , Н= (Н)" , Н= L2 (Qт), 
1! 
о 
У= L2(0, Т: (I·VJ (\1))" , W = {Ф Е У : IIФIIw = (JI Ф, II 2 • + II Ф II~) 1 12 < х}. 
L,(O,'Г:((II'J (П))" )') 
OпюciJТC'.' IhiiO разрс11111~юстн YJ >ШJJtcнJI }I 
Ар= g <=? Lф = f + Вр, Сф =О (О) 
7 
Cllpan<':tm!IШ t'Ж'д.}'ющан 
Теорема 1. Урттсние Ар= 9 однозначно и плотно ра.зрсшu.мо. Есл·и зaclrt'la {З) и.мсст 
'ktшccu•tccкm:" решение ф,р {нa1!Jiu.мep, ф Е С2 (Qт),р Е С 1 (Qт) ), то na]Xl ф,р удоплс­
тшюрхст (б) . 
Следствие 1. Пустт. ф,р сстпъ решение .зaua'!u (.1) (~>:.~шссич.сс'l(ос или обобщенное), а 
ф(а),р(н) - ccm1> по.лтонснтпы решения зacla•tu (4) 1!JiU а> О. Тоёсlа 
Jlp(a)- Pllпc + IIФ(a)- Фllн--> О , lltlivф(a)llп ..... О нрн а__, +0 
В разделе 2.3 расематриnаетсн нтсрационныii ! Iроцссс для pcшciiШl YfШВI!l'Шii! (5). В 
''к:IaCCII'I C'l' KOii" фор~IС' :ШIIJH'II 011 fi~I CCТ BJIД: ('(',111 p (k) Зlt,J.ШIO , ТО 1\О(~ТIСД_УЮЩСI' 11\)IIU.'IIIЖ<'IIJIC' 
-q;k)- a~q(k) -1 х qlk) + Ьqlk) = -'Vdivфlk J, qlk)lг =О Vt Е (О , Т) , qlkJI, =т =О, (8) 
plk+l) = plk)- тk(aplk) + tli\'Чщ), (9) 
l '; te qlkJ = (q~•J , q~•J , ... ,lJ!,kJ), тk >О , а> О- lшрамt•тры. 
И·J TCOJHIН ЭKCT\)<'~Iil.:IhllblX ЗU,ДU'I C:ICI ~Y<..'Т , 'ПО t't'J IИ IПH<'CTIIR IJ('JII I'IIII!a J. = iпf J(u) > 
-ОС (а Н :щда'll' (4) Шlt't'~l J. = 0 Н CIIЛ)' TCO)JC~IЫ 1), ТО ;t;Ш }'CKOfJt'IIШI CXOi!ШIOC'ТII IIТCpa­
H.IIOIIIIUI'lJ 11ронесса (7)-(!J) 11арамстры { тk} ~юж1ю Нhl'шсюпь но следующей форму:1с: 
13 разделе 2.4 fi(JCДJIOЖCIIЫ IICIIOTOpЬ!C Cfl()(:oGы )'TU'IIIl'IIIIЯ пpнG!IIIЖl'IIИ/i д.;IЯ р. Пcpuыi'l 
CIIOCoU l'UCTOIIТ А ('!lt';Jj'IOЩCM. Функцню f Е (L2(f1)? П(>l'ДСТаШШ U DIIДC f = 9 ({1 11, Г,:.tС g: 
\l Р, Р Е ~V~, 11 l1 удовлстuорнет ус.:юнням tlivh = О н l11 = О . Снраuсдлшю <~'ICД"VIOЩL'<.' 
i/П 
ypalll!l'IIIIC 
~р = ui\•f u !2, а:;, lг = ii · J, 1 Prlx =О. 
S! 
Пвu;t}J jJ = р- Р неjн:•хщuш к решению ·лi,Щt'l\1: 
{ 
ф,- а~ф + 1 х ф + Ьф = l1- \lp н Qт , 
tli\·ф =О u Qт,ФI =О Vt Е (О , Т}. Ф i = Фu, 
Г L=ll 
.f р rШ = О Vt. 
п 
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Искошш функц11я р ее1ъ р = р+ Р. !3-гopoii способ зак:ночастся n фop~l .l':lltpoш<c 11 р1'111<'111111 
''ci!CI\IIII.ilhi!Oii '3!1Д<L'IIt )t.:J>I Jl" IIOl'.'ll' OKUII'IШIIIН ltTC)JiЩIIOIIHlН'U Щ>ОЩ~ССfl IIJ>II lla/I)[PIIIIЩI ф. 
Пример. Ec.'IH n = (О, А.) х (0, !3), то ''cl!t'I\IIHЛI>IJaЯ :щ•ta'!>t" CI:Th 
t:;,.p = di1'f - 1 · I'Otф в !1 Vt , Dp 1 ЕJ1и - =!2-a--Dy у~о,в DxDy' 
Dp 1 EJ2 ·v 
- =1~-a--Dx х~о.л i:Jyi:J:г' 
l')te ф = (и, и). Ре'J.I ': н>тты J>at''l<'тoв IЮЮIЗЫIШЮТ, 'ITO IIJ>II~ICIH , IIIIt' ~lt'тo:toв )"I 'O'III<'I!ШI нpii­
G:IIIЖ<'IIIIOI'O pCIJIC IIШI к функц1111 ;щв:ll'llltЯ р y~ICIIЫJJal'T :юa'ICIIIIl' oTIIOCHTt'!II>IIЫX оl!шGок 
;t.!!>l р. 
13 разделе 2.5 IIJНIШ'ДI'II!,I JX':.JY.' IbПl'IЪI 'IIIC.:ICIIIIЫX :ii\CIIC(JIШCIITOIJ, IIU.TI'IIl'J>ЖДaiOЩIIl' Ul'· 
IIOIJIIЫC UblUO,:J.bl 110 ДaJIIIOii I 'ЛН.Н<'. 
I3 третьей глаое рассшпр11Ва<.·п·н IIJHШCI!CIIIIt' общсi'! Ml'Tuдu.aoп111 сшще<·пю с ктнтн-
'ICl' !\11~111 Ыl'ТОДаМН J>ILCЩCit .1l'liШI К IIOL"Г!JOCHIIIO 'IIICЛCIIIIOI'O bll'TOДfl JX'Uil'IIIHI {'1\(.'Тl'МЫ ypaв­
I!CIIIIii ДIIII<ШIIIOI Пpii:IIШOB В ДСЫ\j)ТОВЫХ KOOJЦIIIHtTilX 11 OO:JaCПI llj)ЩIO,\' I 'OЛJ,IIOJt фop~lbl. 
I3 разделе 3.1 прнво;tнтс>l tЮl"Пtlювка :шда•ш: в Qт = r2 х (0, Т) , r2 = [О, А] х [0, qJ 
требустен наi'пи фуii!ЩШI l! = (и,v) Е (L2 (Qт)) 2 ,( Е L2 (Qт) такнс, •по и, v Е L2(0, Т; (И'J 
(!1))2), и,, v, , ( 1 Е L2 (0 , Т: (~VJ (Щ) 2 )' 11 удов:1спюряющ1!с слсд..vющеii CII C'J't ~ ~~ c ураш1е1шii 
U, - Div(vV'U) + KU + gHV'( = f, ( 1 + di\·U =О, 
Ulm =О, Ulr~o = U(o), (l,~o =((о), 
I',JlC v, н> о 11 n, H,g = const, (livU = ~ + ~· 
] ,1 ,1'' = const >О, 
(10) 
tJ = (u, V) · · :t<\Д<IIIIIiНI lll'I\TO(J-ф,I'IIKЦШL, IIOЫIIUI!l' IITЬI 1\0TOpOii ЯB.'IЯIO'IT}l ДOC'I11TO'IIIU l'.' liЩ­
K H~III. KoщюiiCIITi ol всктор-фуltЮ\1111 U 1шсют фii'JI!'ICI'КIIii c~11.1C:I co<~l'i\ll .'lшoщнx 110.'11101 '0 
IIOTOIШ, ( - OTK.lOI!eiii!C' I!OIICpXIIOITII ОКСIН!а OТIIOCIITCJJI,IIO ''нoucpXi!O<:TII j)HIIIIOIICCIIИ' '. lf 
ГJt,Yбl!l!ll 01\l'iLII!I, 1'' 11 11 ·- I<O·iффНitiiCIIТЫ ПJ>HДOIIIIOI'O 11 ГOpiПOI!TU..'IIoiiOI 'O тypuy:ICII'ГIIOI 'O 
T[Jl'IIШI , 1 - liii)JiLMC'I'J> J\oplll>.'IIIC:!I. 
13 разделе 3.2 pacc~tiLТpl!uacтt·я ~1етод расщснлс11ш1 ;~·~~~ 111111poкt'll~lilllllll (JU) 110 вр('Ы!'-
1111. IЗ1юд1tтt:я сетка 1; =j!::,t., j = O,l, ... ,Nг, L::,t = Т/Nт и на каж;.tо~l oтpi':ЗI<l' (t1 _ 1,t1 ) 
IIJ>IIbli'HHC'ITH СХС~Щ piiCII\I'II!ICHIНI Вl!Да: 
{ 
U (IJ u(l) 1 - ;-1 1 . . (tJ (IJ gH _ 
t::,t - 2Dt1 (vV'(U; + UJ_ 1)) + 2V'((; + (j-1)- fj-1/2• (
11
) 
(j- <J-I + ~<1i\'(U 11 J + u 11 J J =о uPJI =о u(l) = uщ L::,t 2 з з-1 ' з iiO ' з-1 з-1• 
9 
ur.2) _ um . 
1 
,_, +~к . (uP> + u<2 J ) =о uщ = u<•J L::.t 2 ]-1 / l J j-1 ' J-l J ' (12) 
I 'Дl' 
rcн.riii:JHiliiЯ (12) ~IUЖl"T бь11Ъ OC)'ЩCC.'TIJJJCIIi\ ПО ЯВIIЫЫ формулам, i\ (11) t'UOдi\Тt'И К (JСШе\11110 
· JаДН.1 1 Tlllta: 
-Di,·(a'VU) + bU + с'\7( = F, ccli,·U + il( = G, U\пп =О . (13) 
D разделе 3.3 ;(ОК<IЗЫ!шетсн коррt•ктная ра>ре1111шопъ t ·пщlloнapнoli эa;ta'lll (l:J) в 
COU'I'IIl'TCTH)'IOЩIIX ф)'IIКI(IIOIHUIЫIЫX II(JOCT!J<IHI~ГBflX. 
D разделе 3.4 форму:~11руtvгся '3H.'ta'la OIITH~Ia:lьнo1·o у11рав.:Jсню1, вK.'IJO'IRIOIIIaя обобшсн-
11,\'Ю JЮ<-гшювку ;1:1н (13). IЗыrшсывnются нРобхо;(tшыс ус!ювю1 экстрсыуыа фyНJ(I\IIOШt.:la в 
I!JJДe l'lll'Tt'ЫЫ uapшщнollllbiX yp!ШIIcllиil. От11оситс.:!l,но o11epaтupn 
"о11ератора дав;Jеllия", справсдл11во 
Предложение 1. Sp(A'A) С [С11 ,С 1 ], где 
Со= (с2 Лrn;"J.I.,nin + d)2' С,= (~а2 + d)2 ' (l.J) 
aAm;,. +Ь 
Л",;,. ccrrн, лшншшлыюе собстпосннос значение задачи -L::.( = Л(, (\он = О, 
> J.l.""" > О - .лtини.лшлыш~ собr.т.осннос .JJta•tcnuc .юда•tи rlivL::. - 1 '\7( = J.t( . 
I3 разделе 3.5 llccлc;JYtvreя итсрnщюнныfi 11ронссс рс111СН11Я (1:!). На основе (14) JГ~У'I<'НЫ 
OI(I'IIКJ1 1'1'0 скорости схо;~и~юспt. Прt~дложсн а.нгорнты вы•нн,лсшш HflJЖ~IC'I'JXJI\ рассыатрн-
111\t'MOI'O ll'l't'JJ<ЩI\0111101'0 II(Юitl't'Ca д;\}\ YCKOpt'HIIЯ С'ХОДIШОСТН. 
8 разделе 3.6 Hp11Bt'~(I.'Hbl pC:!)':IbTHTЬI 'IНC':It'IIIIЫX ЭKC'IIt')JIШVHTUU 11 Ot'IIOI311blt' UbiU<Цbl 110 
l '.' l!tUt' :J. 
Четвертая глаnа 1юсшtщсва врtШСН<'IIИЮ иcc.:Jcдyt•ыoii ш•тодо:юп111 t·aii~IC'<'ТIJO с · к.lа!'-
I ' II ' ICCКIШII Mt•J·o;tHMII pacЩt'll:tCIIШI 1( IIO,ГpOCIIIHO 'III('JIC'IIIIOГO ~II'TOДa )J<'ILI<' IIIOI СШ'ТС~IЬl ypaв­
ll<'llltii ; (ltllfl~IIIKII 11(111:111\JOIJ IIft Сф<')JС. 
D разделе 4.1 110стшюика :шда'\11 ;tнна~ш·н·ской 1ПJ)JIII1 нрн.:111нон рассматршщt•Jтн 11 
l'фCpii'ICCKIIX KOO(J)liiHHTHX 6, А, Г, А Е [0, 211'], fJ Е [0, 11'] , I'ДС r IIOJ IHI '<tt.'ТCH раВНЫ~! срсд-
111'~1)' ра;tнусу з .. ~1:111 R, н HhiiiiiCilllfl в тt·р~шна." "срс;шнх" скоростРй 11 ен~1~1етрнзонаннсш 
1\ll,'ll'. Q{); !fH'Th !1 CUOTiiCTCTII,YCT IIOIICJJXHUC'J'И l\IИjJOIIOI'O OKCHH>l На "cфeptt'lt'CKOii 3C~I.'It' ' 11.'111 
II< 'KOTOJюfi сё •ш<тн. I3 Qт = П х (0, Т), Т < :х; трсбуt•J·ся наiiтн фyнкttllll U = ('и, 11) Е 
10 
HU,- vA11 U + KU + gH'i!( = f , ( 1 + rJi,•HU = f:~, 
Ulill! =О, Ul ,~o = u,,,>, <l,~o =((о) · 
. ( 1 DФ 1 Dф) A11U=(Au,Av)+ i3DU, i)E j0,1J , A=d•v'V , 'VФ= RsiнODЛ ' RDO • 
. 1 iJu 1 D(v:;iнO) 1 ( дv DIL) 
cli\'U = -R . ()iJ ' + -R . ()д() , DU = - 2 -.- 2- -и+ 2 cus 08 ,, -v- 2cos(J 0 , , Slll л Slll R Slll () л л 
KU = (r.IUiu -lt•, /и+ r·IUiv), 
н Н Е Hi;,(r)), 1 = -2w cck~ О , w - уг:юню1 скорость нрнщсннн Зеы.:ш , ос.:та.'11он1.1е Ф.\' IIIЩIIII 11 
IIOЭффiiJIHCHThl бы:JJJ Ollpl';!c.;ICIIl•l ранее. 8 IIJJIIIIOДИЫhiX ВJ,IJIJC ofiO'ЗJI<\' I!'IIШI X KJIYI ':Ihll' CKOGKII 
( , ) 011рсдсляют вектор-функцию. Отдсльнuii nроб:t()ЫОЙ, которая обсуждаегсн 13 дшшоii 
I'Jiill!l', CТatiOIII I 'ITЯ IIOC"П\HOH!\a за;tа•ш В cфt'pll'ICCKUii CИCTl'~IC KUOj)l\ИHilT 13 I'II.'IY 11!\ . .'lll'IIIH 
C lllll')'ЛЯj)HOCTl! В !IОЛ!Оl'НЫХ TU'IIШX. 
Как и u нрсды,:~,ущсй глаuе, шачала д,;tя зада•ш (l!i) ttpшteшtt.•тcя aщL~OI'II'IIIHH (1 1 )·( 12 ) 
cxc~ ta рш· щсr1ленrнr, которая рассматр1шнстся в разделе 4.2. Гc<L~IПIЩIIH нснв 11о1'U этн11н 
это/\ с·хе~rы pacщciiЖ'I!ШI свuдiпся к решеншо c. :J(:д_I'IOЩt'ii стащюнарно11 зада•ш 
-aA13 U + bHU + cH'V( = F, c<li1·HU + d( = G, Ul1111 =О, J (d\1 =О, (1б) 
{J 
1 g где a=v, Ь= 6.t ' c=g, d= 6.( 
I3 разделе 4.3 шюдятоt С'оотвстстпующiн' функцtюtнvrыrые nространства. 11 которых 
I'ПЩIIOIIUpiiUЯ за;\Я.'I<\ (16) корректно рюрсшиыа. Особvшюстu ра<"С'Матрllвнс~Iых фvнкцrю· 
lli\.'lu!IЫX npoC'ТpH!IC'ТU ОJаК.'!Ю'Н\С"ГСЯ В TO~t, '!ТО l!piiШ\Д.IICЖftiЦIIC Щt Г.'HtДKIIC фyliKll)lll U :: 
(11, V) )','\()1\ЛСТВОрНЮТ ,YC.10ВII>lbl 
дt> ал- и= о, 
д и ал +и= о, 
Du 
v + DЛ = О nрн fl = О 
Du 
v - ал = о nри () = 7Т. 
(1 , , 
Таюкс дOKU:IЬIBa<'Tl'H уегой•швuс:п, схемы раещt•п:t сiшя прн r· =О. 
I3 разделе 4.4 фopM)'.lllj))'CTCH ~Ш)Щ'!Н О!!Тl!ЫНЛЫ/01'0 )'ll('Jf\BJ!Vlll!Я (2). l'OOTII(•f 'C'ТIIYIO· 
щая (16). 11 дuка:JЫJJастся <'ё коррсктшщ рюрсшп~юсть. Oпюcнтt':tL.Ito Oticpaтopitot ·u урав· 
l!Clll iH , ·~к!lllllaЛCIIТllOГO Clt<:l'C~lt' ( 16), 
(Щ 
11 
2 HR2 , -,·~е А= -~<livH(6 1 + --I)-1 Н\1 + .!!_!, нш'<'Т ш•ето 
11 
1 vut 6t 
Теорема 2. Пуст1, Н = const, {J = 1 , mo•tкrt В = О не пршшдлr.:>1сuт (1 . Точ~:а В = 1Г .лtа-
:жтmщJшtш)л~:псат:ь !1 , 110 и этпо.11 слу•ше uредполагастся. •tmo U = (и.1•) уuоилсmиоряпп 
'J~С•июто вu.Ja 
2• 
/ 1 
.2 2 Du au ) (и + !! ) - (1•-- и-) dЛ =О 
. ал ал npu В = 1Г. 
IJ 
Ги1uа сnJюисuл<н>ы. r:лcuyJOIЦUC !fii!UCfJJU'r)пш.н.: 
1 и 1 Ошртпоры А, А • А ЯliЛЯШmся ш..люсопря:Jiссuны.нu и 1!0ЛUJJCU111<~ыш опрсuслснны.лт. 
l ri} Sp(A) Е iJCu. ~, Sp(A•A) Е !Со. С 1 ), tuc 
о 2 Со = (с2 Н-Л..,;,.fL",;,. 2 + gb) 
аЛ"''"+ bHR ( l!J) 
IU" Л..,;,. сеть мшtима.лыюс coбr.mr;cuнoe ана•tси·ис задачи -61( =Л(. (lпп =О, а J1тia -
III/.JICHЯЯ ЦJrtЩЩIL C/I.C1-:1l!)J(L OUC)JII11!0]XI <li\'16[ 1\11 и /Lmia < 1. 
{ri) Зщ)ача {18} 1.-oppeкnmo и плотно ро:Jрсши.лш. 
В разделе 4.5 исс.;1едуются ИTL'JJIЩIIOIIHЫC прuцеtты решения (16). С Y'IL'TO~I свойств 
<>П<'Jжтора А 3;\L'СЬ могут быть lll'IIOЛI>ювaны алгuрнт~IЫ 11:1 р1НДL'.'Ш 1.2. Нuнрюtер, двух­
сж>i1ныli IIТI'JHЩIIШIHЫii lljJ<Щ<'CC Uj'/(('T BЫГШI}l,l'TI> C.'IC;l.J'IOЩIШ обра·юм. Д.'IЯ 3H,'(<lHIIOI'U (U 
{ 
-а6 1 U 0 + ЬНU" = F- сН\1(0 , 
·ru = ctlivHU0 + с/( 11 - G. 
Затем IЮСJ!едuватслыю 11рн k =О, 1, ... N рсаювуем IIТCJJaЦI!UJШЫЙ I!JJOЦccc вида: 
{ 
-а6 yk+I + bHVk+ 1 = -cH\lт·k yk+ll =О l 1 оп 1 
wk+l = crli,·HVk+ 1 + drk 
(тk, rk) Tk = (k+l = (k _ тkШk+ 1' 1'k+ 1 = rk _ /}Шk+l. 
(шk+l, r•·J, 
.l:1н 1\aXOЖ/\l'IIШI нрнG.•шжснш1 UN решас~1 :1!1.'111\ПИ'IССК,VЮ '!<l,.'~a'IY: 
(20) 
(21) 
(22) 
Теорема 3. Пуст1, nрu.блu.:>1r.r.ния {Uk} птпносятся х х:ласrу рсшепий, ус!оалrтаоряющиз: 
.IJ < ~·lOnшщ {17). То~дn. er..ti"U Н = const и п.аро.нетр·ы {тk} иибариютпся r:пглаrнп {21), тп 
nor_•trunarLтneлышrm.и {Uk}, {(k} r:хпдтпся r.оптпстсписино.,.; U , ( - обобщешrп.лtу рс­
ии:нию 'UC."ШUI!OU заJа•tи, npи'I~.Лt СЩХШсдлиаа 01\CH'/o:fl 
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где 
1 - € Лmiнftmiн 2v 
q = 1 -с + Х' 0 = Amin + Н R 2 / f::.tv' Х = f::.tgH~' 
11 постояmшя С> О uc зааш·uтп от k, Uk, (k. 
1 Следствие 2. Er.лu Е:« 1, и 6t < 2vf(gH 2 ), то х > 1 u q ~ -- < 
1 + х 2 
Отмеп1~1. •по 11р11 выnолнсi!ШI уеловш'i <с1сдетвня можно ожидать вькокой е1щро<тн ело-
ДIIMOCTII pat:C~I<ПIJIIB3C~IЫX IITCjJaШIOIIIIЫX a • .'IГOp!IТMUB. 
13 разделе 4 .6 ИCC.'IC)l)'C'ITЯ ПOBP)(CHIIC I'.' Ш;(IOIX pl'II\CIIItii З<Ц<I'I (l[!) , (l(i) 11р11 iJ () 11 
/3 = 1. 
Теорема 4. ПуС?щ, cyщr.cmayem cJncm.amo'tiiO гладh:ос pr.шenu.r. (и , v, () зада•ш ( 15 J 7!.pu .3 = 
О о rфr:pu•tr.cr.;ux ~.:пордшинпо.х в области П, спдср.ж:ащсй подобласm1, П0 = [О, 21r] х [О , 00J, 
где 00 = const >О -и 00 - cJocmamo'l.нn .нало. Тогда при IJ < 011 спраоr.длиr.ы соттюшсния 
u(>. , IJ,t) = u0 (t) + 0(/J), v(>.,IJ,t.) = 0(/J) , 
гtJc u0 (t) нс1.:иmщюх ~{Jупо:чия. нсаавuсящая om >., IJ. 
Замечнние 1. Решение uгхоt!ной aru)a•ш при {J = О о n";pr:cmшJcmu mo•tr.h: (1 = О и (1 = ~ 
.м.OJICcm ;щdaoam.?, нспрср-ыпнос веюпорнос поле U = (и, г), h:асатслышr. li: сфере, тплы:о ,, 
mo.лt случае, если и(>., О)= t•(Л,О) = u(Л,1r) = v(Л,1r) =О V>. Е [0,27r]. 
Исс:ll'д,)'С'ТСЯ н пр!tН<щится аси~штотн'IССI<Ul' 11рсдставлсння 1'!11\ДЮIХ pcшc1111ii :ш;(~t'lll (IG) 
В OKpCCTIIOC'T\1 TO'ICK IIO.'IIOCII. Hl\. сфере ПрИ fJ = 1 ДU ТрСТЫ'ГU ПОрЯДКН MR..'Юt:TI\. На OCI\013<' 
ЭTIIX IJRЭ.'IOЖl'IIШ1 !ipl'.J;IOЖCIIЬI форМ)'ЛЫ Д.'IЯ OlljJl'Дl'Ж'IIIOI фу!IКЦIШ CKUjJU(~I'\1 13 1\0.'IIOl'llbl:\ 
то•1ка.х но нравоii •шстн, а также фщJ~tулы, увс.;tн•tнвнющнс то•1нuстп 'IIIC:Jcшюl·o pcJJJCIIII>I 
U OK(JCCTIIOt"ТII ЭTIIX TU'Il'K. 
Пятая г лаnа Jюсuящсtш с!!стс~шпt•tсско~IУ штл<~доuашtю '111<'.1<'11111>1Х IICJICIП<>IJ IЖГсАют­
JJСНных В 'ICTUC'pTOЙ I 'Лi\BC 1LIII'Op11ТMOB. 
В разделе 5.1 'IНC.' ICHI\0 IIC'C'Лl'дyl'I'CH \."ПЩHOIIЩJII<IЯ Л\1\ll'i'lllaЯ l'llt:TCM<l .\'JHlUIICIIIIii ДIIIIH· 
AIНKII ПрН.lНВОВ С Olll'paтopOЫ /::,.0 В cфl'[JИ'Il'CIIOM CC'IUC. Pc:.J_)'.'IbT1\TЫ pat''ll'ГOIJ !ЮIШЭЫUШОТ, 
'ITO нтср;щншшы11 llJ>OitCCC еходнтсн дOl'ПlTO'II\0 быстро. YмcHЫIIl'IIИc шarou сетки. а такжt· 
.YAil'III,Wt'IIHC OТl'I')'IIH ОТ IIO.' IIOl'llblX TO'ICK Tpl'U_\'t'T ДOIIOJIIIIIТl'ЛI>IIblX 0\'[JUIIИ'IPH!Iii , THKIIX КНК 
введсш1с рl'l·у.lнрн:труt•ющсго c.mtгпc~JUI'O н yыeiii>Ш<:IIIIl' вpt'Ml'lllюгo uш1·u . 
13 разделе 5.2 'IИt:: ICI\110 IНТ.1<'ДУ<'ТСЯ IICCTilll\10\IЩНIШI .'1111\Ciill!l>l C!!CTI~A!a _\'j)itBII<"IIIii ;l!J-
IН1ШIIШ lljJII:IIIIIOII ,. Оl!сратор<ш !::. 11 11а сфере. Pe-J_Y.'IIiПITЫ рнс•1стон IHЖII '.IЫIШIOT, '!ТО л:1>1 
IIOBЫIIICIIШI TO'IIIOI'ТII '11\C:II'IIH0\'0 pC!IICIIШI Трсбу<~IЛI lljJHMCII<'IIIIC C'IICI(IH\.11\,\101'0 111\;ta 1'\'.'IH-
ЖIIBHHIIЯ 11 UKj)<'I'THOCТII 110.'110('1\Ы:\ TO'ICK. 
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В рUЗДСЛе 5.3 'IIIC:IC'IIIIO IIC'C.'I<'JI_I'C'TCЯ IIC'C'Т<ЩIIOI!Hj)IIIOI .'lfii!C'ii!Нt}l СIН'ТСШ\ ypaBHC'JIIIi'J ;(11-
llilf\JI!Kit нplf.'JIIBOH е OII<'J><lтopo:..J .6. 1 на <"<t><'JH'. Р<'·.iу.:н~таты pa{''!l'TUB Jюка·!ывают: '!ТО рас­
' ~IH'i'piii!НC~IЫЙ В р;\'J;(СЛС 4.;') H'I'<'J><ЩIIOIJIIJ,Ji\ IIJIOI(C'l'<' СХО/(11'1'('}1 .'tOc'!'aTO'IIIO быстро. При 'П<Ш 
наU:11о~·нн·тсн Ilt'IHIO~'tii 1 IHOC'JЪ 110 вpe~IPHII 'Нн~:rенноii oitiи6кll. СС'точны<' <l>.YHJ<Illlll TaJ\.)1\e об-
IH_'(a!OT НСj)IЩ'(СШ 110 BpC~ICIIII. 
В разделе 5.4 исследуются ошнбки прн 3аыснс оператора 6. 1 в IICXOJ(IIЫX уравнснн­
>IХ ;(IIШШIIKИ I!JHIЛIIIIOB IIH сфс•ре IIH 011Сратор Llo, lllllpOKO I!CIIO:JL,З)'C'.\IЫй [J ГСОфИЗII'IССКОЙ 
I'IЩJIO.'\IIIia~IIIKP. Чш·лснныс JШС'Jсты нока.:Jывшот. •1то нрн yвPЛli'ICIIIIII коэфсjнщнснта ;(нф­
фу:зи!! ра3шща ысж;~\' JХ'шсншшн пр11 JJCJю:нaoвaiiИII операторов (Ь.!;)- 1 11 (Ь.~)- 1 стшю­
ВIIТСН C)'ЩC('ТIIC'IIIIOii. J.1 Н\)11 "бoЛЬIIIIIX" IШЭффlll\IICII'ГHX ;щффу31111 (v = 10 1 ~) IIJJIШCIICIIIIC 
онсратора (6.3)- 1 выесто (Ь.~•)- 1 пр11во;щт к бo:lh!IIIШ Ollliiбкax в 'IIIC.'I<'IIIIO~I рсшспшl JIC 
I'O.'IЬKO В OKp<'CTIIOC'J'II ПOJIIOCIIЫX TO'ICK. 110 11 !JO BCCII JЖC'ICТI!Oi'i OUЛaCTII. 
В разделе 5.5 !lсслсдустсн в:шя11ие спсщш.ль11ых условпй д.•ш фуню(ШI скорости 11 ''llо­
_Jюсных TO'IКIL':", JIO.'J)'ЧCIIIJЫX на ocJюnc пр1шсдс1шых в раздс.1с ..J.G асюштотичсскпх pa:з:ю­
Ж<'JIIIii. Рс·Jу.11•Т>tТЫ р!!С'!СТ<Ш поюtсJы!ШЮТ, что щшыспсш1с спсцJНLlЫIЫХ условш1 и а.lгор!IТ­
""11 ,\'TO'IIIC'HШI 'IIIC.'ICIIIIOI'O JJCIIICIIIIH В OKJ1C'CTIIOCTИ "!IO:JIOC'IIЫX 'ГО'IСК" 11<1 TCC'J'OIIO~I IIJJIIMCpC 
llfHIВO;tiiТ к так11~1 ;.кс 110 JIO}JЯ/ll<.v 'lf1('.'Jl'HHЫ~t онrиUка~t. ''ак и IIJHI :·ш#·~ашнt '31-Hl.ЧPiiiiЙ в нo­
tюutx то•н1ш·о р<.•шсннн. Так1н1 oUpa.:зor-.t, ~IO/J\110 riрсдrю:rо;.кJпъ, 1 1'1'0 дНIJIJЫii ctiocoб fiудст 
-,ффcK'I'III!CII IIJHI JНlC'I<''J'C С pc;L'IhHhШII ;(<ti!HJ,J~HI. 
В разделе 5.G '111('.1<'11110 IICCJIC';J..V!>'I'CH IIC.'IIIIIC'ЙHIOI HCCTaJ(IIOIIЩШЮI СIIС'ТСЫН .\'JЖBIICIIIIH 
:tШIHMIIJ<II IIJНIЛIIIJUII на сф<'рl'. Рс•зульпtты 'IIICЛPIIIIЫX ЭKCIICJHIМC'IITOB по;(твс·рж;(шuт сходн­
чос'Jъ рассматривnсмых итерnщюнных IIJ)()ЦC'<TOB 11 схемы расщсi!Ж'ПИЯ. 
В раЗДеЛе 5. 7 КраТКО OIIIICЫBНC'Гl'Я CIIOCOб зада!II!Я IIJЛI!IIIВ!IOI'O llOTCIЩIIfL'Ш С 110~\ОIЦЫО 
O('JJOВIIЫX 11\)II.'IIIBIIЫX l'ЩJMOIIIIK 11 IIJ>HUO;tHTCЯ JШC'Ji;Tbl В aKB<tT0\)1111 l\fHpO!IOГO ОКСШJа l' pe-
H.:JЫIO!i функцисii pc.'ll.cфa дна н прн:швных сн:1, нри этом для рсшс•нш1 :шдач щншс'ШIЛJIСЪ 
l!CC'..'H'~'f..)'l').!ble В ДIIC'CcpтaЦHJI f..IC'TO.J.bl. ·чнc ... 1CIIIIbl!~ pe:3)'JII>TН.TЫ IIOДTBC}J:iK~'\HIOT эrl)(PCI<TJIШIOCTI.) 
II<'C.'It';J,ye~IЫX методш<. 
В заключении "Jнtтко cфop~i,Y.'IIIJюlшны основные рсзу:1ьпt1Ъ1 ;(l!cc·cJHШ(IJOШJOii рабе>-
JJ,J. 
В i!рИЛОЖСНИИ IПJIOЖ<'IIbl HC'KOTOpbll' ВО3ЫОЖIIЫС ШlnpaJJЛCIIШI Д.1Я pa.:ШHTIIH IICC,lC'l~\'­
('~101\ ~H"I'O;to:юl'llll IIJ11ШCHII'l'CJII,нo к 1Юс"rросн11ю алгоритмов pc'llll'HIIЯ систеыы ураннсннi\ 
Навье-Стокса бе:J ;(t"ПL'!Ыюго IП)''ICHШI рассыатрнвас~!ЫХ >L'H'OJ111TЫOH 11 нх •шcJJCIJJюfi щн>­
В<'JЖII. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
Основной результат - на ос1ювс ~1 t•rодшюп111. Gазнрующеiiся на 1юдходах тco(>llll 011-
тюнL11>1Юl'О ynpau;ICIIIIЯ 11 COflpЯЖCIIIII•IX ypaBIICIIIIi'l . (><t""lpaбoтallbl 11 IICCJICДOШ\111,1 IIOUЫ!' H.ii-
ГUpi!TMbl рсшсння класса 3!l.'!R'I гсофн:знчсскоii гнд(юдншtмикн (во·Jмущенных .VJЖШtclrнi"l 
Стокса, :Jaдa•J дишшн•rескоi! теории nрнлиrюо в декартовых 11 сфсрн•1сскrrх коnр;.r,шштах). 
Этот рпультат состоит в с.1сд,ующсм: 
• Ра:Jработан, обосноонн 11 численно рса .. 1и·юван новый метод pCIIIC'IIШl нсспщ1юшtр1юii 
снстРмы Стокса, IIU:3~ryщcннoii кuсоС11Мметрн•1сск1ш Ollt'paтopo~r. 
• Разработан . нсслr•;tоiШН 11 'IIICJit'HIJO рс~t·нповнн ноныi! ~lcтo;t (X' IIIt'IIШI снстс~11,1 урнв­
Нt' НИJ'I !\11наш1ки IIJ>II :mнuн н нp!IMO}TO:Iыюii об:~астн н на сфере. Прсд:10жснныii ш•1-о.· 1 
fia311())"l'TCЯ На t'OIIMCCTIIO~I Пpii~ICHeiJIIИ l"Xl'Mbl (ЖCЩCII.'ICIIIIH 11 IIO;tJШ;\OB Тt~>(НIИ OIITII-
~Hl.IJЫIOI'O _vнpaHЛCIIIIЯ Н COII()ЯЖelllthiX yp<ШIICHIIii. На OCHOHl' JICC:IC.'I,YCMOЙ М<'ТО.'l0.'101"1111 
разработаны и обоснованы IITCJЩI\IIUIIIIЫc алгорнтыы решенш1 IIOJI.Y'I CIIHЫX 1юслс cxc-
~JJ .I расщсп:1снш1 стационарных :ш;tач. 
• Получены оцснкн для границ спектра '"uнсратора дaв.:lt'llllя' ' на сфере 11, на их основе, 
доюi:Jаны оценки t"KO(JOCTII сходнмостн IП't'(>ащюнных процсtтов. Dыш1снны acHMIJТo­
ПI'Il't"Юie II)JCЦ\"ГIШЛCIIII!l I"! IIЩK IIX pt:WCIIHii В UКрССТНО<::ТИ TO'It'K IIO.'IIOC!t 1111 cфt'pl' ; L<> 
трсп,с • ·о 1юрндка малоетн . Предложен <Lн·орнтм IIЫ'IIICJJCIIIIИ НЩ><Шстров (HitTШtТ(HI­
вaolыx IITC(JHЦИOIIHЫX П(ЮЩ'(ТUВ ДЛ!I jTKOj>L'IIIIЯ ИХ CXOДIIMOlTII. 
• ПровсдС'IЮ 'IИCЛCIIIIOC' 11С<'.1Сдоошшс 11:1ложс1111ЫХ в работе' IJТCP<I!\IIOIIIIЫX н:IП>(JIJПJoJ<. 
ПрС'д.1ожсаы форму:1ы, yвcЛIJ'JJJIJaющиc то•нюrть чнслсн1юrо рсшсншt в <ЖpccтiJOCTJJ 
TO'Il'K IJO!Iюca на сф<'рс. Провс:tсны •mсленные экelll'(JIIMt'HTЫ с pra.1ыюii акнатор11сii. 
Ф.УПКЦI!Сii рс:1ьсфа дна 11 nриmнmьш noтciЩIШ..'IUM. Чнс:1с1111ЫС рС3,УЛI•Таты нодтвrр­
ждают эффСКТIIВIIОСТЬ 11('(',1СД.)'СМЫХ МСТОДIIК. 
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